Tema IV: APLICACIONES Y SUCESIONES

I- Una aplicacion del conjunto A en el conjunto B es una correspondencia
de A en B que asocia a cada elemento de A un elemento de B y uno sélo. Si
f es una aplicacion de A en B escribiremos

f:A— B.

De la definicién se deduce que si a € A debe de existir un elemento
b en B, y uno sblo, que sea el que corresponde a a € A, este elemento de
B lo denotaremos por f(a) y diremos de él que es la imagen de a mediante f.

Al conjunto A se le denomina dominio de f y al subconjunto de B

{v/3a, f(a) = b}

se le denomina rango o imagen de f y lo denotaremos por rg f 6 f(A).
a) Si f(A) = B diremos que f es suprayectiva, exhaustiva o sobre.

b) Si dos elementos distintos cualesquiera de A tienen imagenes distintas
en B, diremos que f es una aplicacion inyectiva o 1-1.

c) Si f verifica a) y b) diremos que f es biyectiva.
El conjunto de todas las aplicaciones de A en B se denota por B4.
Si f:A— B y g:C—D

f=9g <= A=C, B=D y f(z)=g(x)VxeA.

Por tanto B4 y D¢ son disjuntos si A # C o B # D, y dos elementos f
y g de B4 son distintos si 3z € A tal que f(z) # g(z).

II- Sean f: A— B, M C A, D C B.

(a) Al subconjunto de B formado por las imédgenes de los elementos de M

{f(z) )z e M}

se le denomina imagen de M mediante f y se la denota por f(M).



(b) El subconjunto de A
{re A/ f(x) € D}

recibe el nombre de contraimagen de D y se designa por f~1(D).
Si D = {y} en vez de poner f~'({y}) se suele poner f~!(y).
Notar que si a € A, f(a) es un elemento de B, mientras que si b € B,

f7Y(b) es un subconjunto de A.

Ejercicios: Sea f: A — B.

Probar los siguientes apartados:

1. f es inyectiva sii Vy € B f~!(y) consta a lo sumo de un elemento.
2.5 M CA M#AD= f(M)#£0

3. Si D C B, siendo D # ) puede ocurrir que f~(D) = 0.

4. fessobresiiVD C B, D # (), se verifica f~*(D) # 0.

5. VM C A se verifica M C f~Y(f(M)) y VDC B f(f~%D))cD.

III- Cualquiera que sea el conjunto A, A # 0 , la aplicacién
id:A— A  talque dd(x)=2x VzeA

recibe el nombre de aplicacion identidad de A.

IV-Seen M CCCA, f:M—B, y g¢g:C— B cumpliéndose
que VzeM f(x)=g(z)
diremos que g es una extension de f o bien que f es la restriccion de g a M,
y pondremos f = gu.

Ejercicio:

Probar que en las condiciones del parrafo anterior, si el complementario
de M en C no es vacio y Card(B) > 2 toda aplicacién de M en B admite
mas de una extensiéon a C.



NOTA: En las condiciones anteriores una aplicacién de C' en B admite
una sola restriccion a M, por eso decimos la restriccion de g a M. FEl ejerci-
cio anterior prueba que una aplicacion de M en B puede tener mas de una
extension a C.

V-Sif:A—D vy g:D—C
podremos construir una aplicacién ¢ : A — C tal que

¢(x) =g(f(z))  VeeA

esta aplicacion ¢ recibe el nombre de aplicacion compuesta de fy gy se
denota por

p=gof.
Ejercicios:
a) Probar que ¢ es efectivamente una aplicacion.
b) Probar que si se consideran las aplicaciones anteriores y otra h : C' — M

ho(gof)=(hog)of

cualesquiera que sean A, B, C, My f, g, h.

La igualdad anterior suele expresarse diciendo que la composicién de apli-
caciones goza de la propiedad asociativa.

VI- Si B es un subconjunto de R™, o de C™, las aplicaciones de A en
B suelen denominarse funciones de A en B, independientemente de la natu-
raleza de A.

Ahora bien, es corriente en Matematicas llamar funcion de R™ en R™
a toda aplicacién de cualquier subconjunto de R™ en R™. Por este motivo
cuando hablemos de una funcién de este tipo hemos de estudiar primera-
mente cual es su dominio y pueden presentarse dos casos:

1) El dominio venga dado explicitamente.

2) Haya que buscarlo, en cuyo caso se sobreentiende que es el mayor sub-
conjunto de R" en el cual tiene sentido la expresién por la cual, generalmente,



viene dada la funcion.
ESPACIO DE LAS APLICACIONES DE A EN R™.

Sean f : A — Ky g: B — K, si en K hay definida una ley de
composicion interna x a partir de f y g es posible definir una aplicacion v
cuyo dominio es A N B definida mediante la expresién:

(x) = f(x)*g(xr) VYreANB
y se denota ) = f * g.

Analogamente si en K hay definida una ley de composicién externa cuyo
conjunto de operadores es un conjunto M, para cada f : A — K y cada
A € M se puede definir una aplicacion ¢ de A en K mediante la expresion:

¢(x) = A f(z)

a la cual la denotaremos por ¢ = \ f.

Ejercicio: Probar que v y ¢ definidas en los parrafos anteriores son efec-
tivamente aplicaciones de sus dominios correspondientes en K.

Asi, como en R tenemos definidas:
a) Una ley de composicién interna que llamamos suma (+4) tal que
(@1, @2, ) + (Y1, Y25+ Ym) = (@1 + Y1, T2+ You oo, T+ Yin)

b) Una ley de composicién externa cuyo conjunto de operadores es R, tal
que
ATy, Ty ) = Az, AT, o A Ty

las observaciones anteriores nos permiten dar las dos definiciones siguientes:
DEFINICION 1:

Sean f: A— R™y g: B— R™, ala aplicacion

S:AnNnB — R™



tal que
S(x)=f(z)+g(r) VreANB

la denominaremos suma de las aplicaciones f y ¢g y la denotaremos por f +g.
DEFINICION 2:
Si f:A— R™ ala aplicacién
g:A— R™

tal que

la designaremos por g = A f.

Ejercicios:

1) Probar que si B C R™ siendo B # R™, y f,g € B puede que la funcién
f + g no sea una aplicacion de A en B.

2) Probar que con las operaciones dadas en las dos definiciones anteriores el
conjunto de las funciones de A en R™ constituye un espacio vectorial sobre R.

Si m = 1 es posible ademas establecer las siguientes

DEFINICION 3:

Si f:A—R y g: B— R la aplicacién
p:ANB—R

tal que
p(x) = f(z) g(z) VeeANB

recibe el nombre de aplicacién producto de f y g y se denota por p = f.g.

El conjunto de las aplicaciones de A en R con las operaciones que acabamos
de dotarle tiene estructura de dlgebra.



DEFINICION 4:

Si f:A— R, g: B — R la aplicacion
c:ANB—R

tal que

*@ x -1z |9z
C(fv)—g(x) Vee AN B —{x|g(x) # 0}

recibe el nombre de aplicacién cociente de f entre g y se designa por f/g.

NOTA: No confundir la aplicacién p de la definicién 3, con la composicién
de aplicaciones.

SUCESIONES DE NUMEROS REALES

DEFINICION:
Toda aplicacion ¢ : N* — A se denomina sucesion de elementos de A.

En este tema siempre que pongamos N, nos estaremos refiriendo a IN*.
Si A = R la sucesion sera de nimeros reales.

Establecido el conjunto de llegada de la sucesion ¢, podemos establecer
ésta mediante las imagenes de los elementos de N mediante ¢, que es como
se acostumbra a denotar una sucesion:

O =ay,a,...,0,,...
abreviadamente
¢ = (an)nen o simplemente (an) donde  a, = ¢(n).
A cada elemento a, se le denomina término de la sucesion. Asi en una

sucesion habra un primer término, un segundo término, etc.

Notar que toda sucesién (a,) de las que estamos considerando tiene in-
finitos términos, sin embargo el rango de la sucesién puede ser finito como
ocurre en la sucesion

:N—R  tal que Y(n)=1 VYn
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esta sucesion, que con nuestra notacion seria:

1,1,1,...,1, ... = (nen

posee por rango el conjunto {1}.

Al rango de una sucesién (a,,), a veces lo denotaremos por {(a,)} o abre-
viadamente {a,} si no da lugar a confusion, y lo llamaremos conjunto de los
elementos de la sucesion.

Lo que acabamos de decir pone de manifiesto la importancia de no olvidar
que una sucesion es una aplicacién y no un conjunto de elementos.

Dadas dos sucesiones de elementos en A
p:N— A , Yv:N— A

como los conjuntos de partida y llegada coinciden en ambas

6#£Y < Im talque ¢(m)# ¢ (m)

es decir si
¢ a1, a9, ...0n, ...
w = bl,bQ,...,bn...
o #F Vv = 3m / am # by

Asi las sucesiones:

(an) = 1,2,1,1,...,1,...
(by) = 2,1,1,1,...,1,...

son distintas ya que a; = 1 mientras que b; = 2, sin embargo:

{(an)} = {(0n)} ={1,2}



ALGUNOS TIPOS IMPORTANTES DE SUCESIONES REALES

DEFINICION 1:

La sucesion (a,,) es mondtona creciente (resp. monétona decreciente) si
n<m = a,<a,(resp. = a, > ay).

DEFINICION 2:

La sucesion (a,) es estrictamente creciente (respectivamente decreciente)
sin<m = a, <a, (resp. = a, > ap)-

DEFINICION 3:
(ay) es estacionaria si existe un n, € N tal que Vm,n > n, = a,, = a,.

Notar que esta ultima definicién indica que existe un término a partir del
cual todos toman el mismo valor.

DEFINICION 4:

(an,) esté acotada superiormente (resp. inferiormente) <= {a,} estéd aco-
tado superiormente (resp. inferiormente).

DEFINICION 5:
(ay) esta acotada si lo estd el conjunto {a,}.

Notar que las definiciones anteriores serian validas para toda sucesién con
elementos en un conjunto A cualquiera si en A hay establecido un orden.

La definicién 5 no precisa siquiera que A esté dotado de un orden, bas-
taria por ejemplo que en A hubiese definida una métrica.

DEFINICION 6:

Sea f = (a,) una sucesién y g : N — N estrictamente creciente. Con-



sideremos la aplicacion:

fog:N—R
N-- N LR
Ek— npy — ap,

a esta aplicacion se le denomina subsucesion de la sucesion (ay,).

Asi la sucesion
(b)) =1,1/3,...,1/(2n+1),...
es una subsucesion de
(a,) =1,1/2,1/3,...,1/n, ...

mientras que
(cn) =1/2,1,1/3,...,1/n,...

no lo es.
Notar que, en particular, toda sucesion es una subsucesion suya.

Ejercicio:

Demostrar que existen sucesiones S; y Ss tales que S7 # Ss, siendo S; una
subsucesion de Sy y Sy una subsucesion de S;. Esto pone de manifiesto que
la relacién binaria S; < S sii S7 es una subsucesiéon de S no es una relacién
de orden en el conjunto de las sucesiones. (Ver libro de J.Fuertes, J.Martinez
de la bibliografia).

LIMITES

DEFINICION:

Sea (a,) una sucesién de nimeros reales y L € R. Diremos que (a,)
converge, o tiende, hacia L y lo escribiremos abreviadamente asi:

lima, =L (a,) — L o simplemente a, — L

Si se cumple una de las siguientes condiciones:
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VYV eB(L) dn,(V)eNtal queVm>n,(V),meN, a, €V

Ve>0dn,(c) € Ntal queVm >mn,(¢),meN, =

|y, — L] < ¢ o, lo que es equivalente, d(am,L) <e

VB(L,r) 3n,(r) € Ntal que Vm > n,(r), a, € B(L,r).

Veamos que estas tres definiciones son equivalentes, pero antes analicemos
qué es lo que significan.

La definicién 1 expresa que si a, tiende hacia L para cada entorno V
de L existe un término a,,, que depende de V', tal que todos los términos
posteriores a él pertenecen a V.

Otra interpretacién es que cada V' € B (x) contiene todos los términos a,
salvo un nuimero finito de ellos.

La definicién 2 nos dice que si a,, tiene como limite L para cada ¢ > 0 que
fijemos existe un término a,_, que depende de ¢, tal que todos los términos
posteriores a €l distan de L menos que el £ que hemos fijado.

Otra interpretacion de la definicién 2 es que dado € > 0 sdlo hay un
nimero finito de elementos en (a,) que distan de L més de ¢.

Consideraciones analogas sirven para la interpretacion de la definicién 3.

1 = 3: Inmediato, pues toda bola centrada de L es un entorno de L.
3=1: SiV e B(L) existe un r tal que B (L,r) C V.

2 = 3: Dado B(L,r) basta tomar ¢ = r.

3 = 2: Dado ¢ basta considerar B (L,¢).

De las definiciones dadas se desprende:

La sucesién (a,,) no converge hacia L si existe un entorno V' de L tal que
Vn € N dm > n tal que a,, € V, o lo que es equivalente, que C'V contiene
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infinitos términos de la sucesién.

Ejercicio: Probar que si (a,) no converge a L existe una subsucesién propia
(b,) de (a,) que no converge a L.

La definicién 1 es valida para establecer el concepto de limite de una
sucesion de elementos de A con tal de que este esté dotado de una topologia.
Las otras dos exigen mas, que A esté dotado de una métrica.

PROPOSICION 1: Si una sucesion tiene limite, éste es tnico.

DEMOSTRACION:

Si (a,,) tuviese dos limites L; y Ly consideremos V' € B(L;) y W € B(Ls)
tales que VNW = 0.

V' habria de contener todos los términos de (a,) a partir de an<v> y W
habrfa de contener todos los términos de (a,) a partir del @y, , si

v = max’{nw), nw)}

los términos posteriores a a, deberian de estar a la vez en V' y W lo cual es
imposible puesto que VN W = 0.

(Notar que para que esta proposicién sea vélida es necesario que el espa-
cio sea separado, como es el caso de la topologia con que hemos dotado a R.)

DEFINICION:
Diremos que la sucesién (a,) es convergente si tiene limite.
PROPOSICION 2:

Si (a,) es convergente = (a,) estd acotada.
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DEMOSTRACION:

Sea L = lima,; en B (L, 1) han de estar todos los términos de la sucesién
a partir de un a,. Luego los tinicos que pueden no pertenecer a B (L, 1) son:

Ay, A2, ...,0y

Sean M =max°{ay,as,...a,,L+1}+1,
y  m=min%{ay,as,...,a,, L—1}—1

desde el término a,,; en adelante todos son menores que L + 1, puesto
que pertenecen a B (L, 1), y por tanto menores que M. Como los v primeros
también son menores que M, todos los términos de (a,) son menores que M
y por lo tanto (a,) estd acotada superiormente por M.

De forma andloga puede demostrarse que estd acotada inferiormente por
m.

El reciproco es falso.
PROPOSICION 3:

Si (a,) — L == (b,) — L cualquiera que sea la subsucesién (b,,)
de (ay).

DEMOSTRACION:
Cualquiera que sea V' € B (L) en V estan todos los términos de (a,) a

partir de uno en adelante. Por lo tanto lo mismo ocurre con los términos de
(b,) a partir de uno en adelante, cualquiera que sea la subsucesién (b,) de

(an).
COROLARIO 1:

(a,) es convergente <= (b,) es convergente cualquiera que sea la
subsucesion (b,,) de (ay).
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DEMOSTRACION:

La implicacién (=) estd demostrada en la proposicién anterior, que ademas
aade que toda subsucesién tienen el mismo limite que (a,).

En el sentido (<=) queda justificada por el hecho de que (a,,) es subsucesién
de ella misma y teniendo en cuenta la proposicién anterior podemos asegurar
que no solo todas las subsucesiones son convergentes, sino que ademas tienen
el mismo limite.

COROLARIO 2:

Si (a,) admite dos subsucesiones con limite distinto, o una que no sea
convergente, entonces (a,) no es convergente.

PROPOSICION 4:

Si (an) — L = L € {(a,)} v si ademéds (a,) no es estacionaria entonces

Le{(an)}.

La demostracién es evidente a partir de la definicién de limite.
TEOREMA 1:

Sea AC R™

a) Six € A’ existe una sucesién de elementos de A, todos distintos, que
converge hacia x.

b) Si z € A existe una sucesién de elementos de A, que converge hacia x.

DEMOSTRACION:

a) Puesto que x € A’ en B (z,1) ha de haber puntos de A distintos de
x, elijamos uno de ellos y llamémosle a;; hecho esto consideremos el entorno
B (z,d(x,a1)/2) en él debe de haber puntos de A distintos del z, elijamos
uno, al que designaremos por as, claramente ay # a;. Tomando el entorno
B (z,d(x,as)/2) en él existe un ag € A tal que ag & {x, a1, az}; siguiendo este
proceso se construye una sucesién que verifica las condiciones que asegura el
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teorema anunciado.

b) Six e Ay x ¢ A es un punto aislado de A y basta tomar la sucesién
a, =z Vn.

CONVERGENCIA DE LAS SUCESIONES MONOTONAS
PROPOSICION 5:

Una sucesion (a,,) mondtona creciente es convergente si y sélo si estd aco-
tada superiormente.

DEMOSTRACION:

=) Ver proposicién 2.
<) Se demuestra sin dificultad que el extremo superior de {(a,)} es el limite.

Puede enunciarse una proposicion analoga para las sucesiones decrecientes.

El ntimero e.
Se demuestra que la sucesion

(G

es creciente y acotada, y por lo tanto convergente. Su limite (que es un
nimero irracional de expresion decimal 2'71828182...) se designa por e.

PROPOSICION 6:

Toda sucesién acotada tiene una subsucesion convergente.

DEMOSTRACION:

Si E = {(a,)} es finito existe un elemento x que se repite infinitas veces,
la sucesién z,x,x,...,,... es una subsucesién de (a,) que converge hacia
x.
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Si E es infinito, como por hipdtesis estd acotado, tiene un punto de acu-
mulacion x, y por el teorema 1 existe una sucesion de elementos de E que
tiende a x. Para poder asegurar que esta sucesién es una subsucesion de (a,,)
se procede como en el teorema citado pero en cada entorno de los que vamos
formando se debe de elegir un elemento de E que figure en la sucesiéon con
subindice mayor que los que ya hemos tomado.

SUCESIONES DE CAUCHY

DEFINICION 1:

La sucesion (ay,) se dice que es de Cauchy si cumple una de las siguientes
condiciones:

1. Ve>0 dn.(e) € N/Vp,q>n, d(ay,a,) <e.
2.Ve>0 dny(e) e N/Vp,qg>n, a, € B(ay,¢).

Es inmediato que las dos definiciones son equivalentes, lo que quiere decir
que si damos un numero cualquiera € es posible encontrar un término tal que
todos los posteriores a él distan entre si menos que el € dado, y esto para
cualquier € que queramos fijar.

Por ejemplo: La sucesién (a,) tal que a, = 1 sin es pary a, =2 si n es
impar no es una sucesion de Cauchy pues cualquiera que sea 0 < € < 1 no
se puede conseguir que a partir de un término en adelante la distancia entre
dos cualesquiera de ellos sea menor que €.

PROPOSICION T7:

Toda sucesién de Cauchy estd acotada y tiene una subsucesion conver-
gente.

El que estd acotada es inmediato y la otra afirmacién se obtiene de la
proposicién 6.
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TEOREMA DE CAUCHY PARA SUCESIONES REALES

(a,) es convergente <= (a,) es de Cauchy.
DEMOSTRACION:

La demostraciéon de que toda sucesién convergente es de Cauchy es in-
mediata. Probemos, pues, que toda sucesion de Cauchy es convergente:

Sea (b,) una subsucesién convergente, ver proposicién 7, de (a,) tal que
(b,) — x. Veamos que (a,) — x.

Sea € > 0, por ser (a,) de Cauchy
dn; € N tal que Vp,q>ng a, — a4 < /2,
como (b,) — x
dny € N tal que Vn > ny b, — x| < g/2.
Si ng = max® {ny,na} V k > ngy tomando g > nyg
lagy — x| <|ag —by| + |bg — x| <e/2+¢/2=¢.

Curiosamente este teorema es valido si el espacio considerado es N, Z 6
R, que es nuestro caso, pero no es valido si el espacio en el que se consideran
las sucesiones es Q.

ALGEBRA DE LAS SUCESIONES DE NUMEROS REALES

En el conjunto de las sucesiones S de nimeros reales se consideran las
siguientes operaciones, que no son mas que una particularizacion de lo visto
en las primeras paginas de este tema al caso en que A = R.

a) (an) + (bn) = (an + by)
b) VYAeER A(a,) =(Aay)

c) (an) (bn) = (anbn)

Con las dos primeras operaciones S tiene estructura de espacio vectorial y
con las tres estructura de dlgebra. A continuacién demostraremos que el
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subconjunto C' de las sucesiones convergentes es un subalgebra de S.
PROPOSICION 8:
Si(a,) —ay (b)) b = (a,)+ (b,) — a+b.
DEMOSTRACION:

Sea € y consideremos /2

dngeN /) Vn>n |an—a\<%

dna €N/ Vn>ny |bn—bl<g

si n, =max®{ny,ny} entonces ¥n > n,
(n +by) = (@+B)| = |an — a+b—by| < |a—an| +[b—ba| < 2%25

Asi hemos demostrado que dado ¢ > 0 la distancia de a,, + b, a a + b es
menor que € = lim(a,) + (b,) =a+0b c.q.d.

COROLARIO:
(a,) - a <= (ap—a)—0
Basta poner en la proposicién, (b,) = (—a) es decir b, = —a Vn.
PROPOSICION 9:
Si(an) —a = c(a,) — ca.

DEMOSTRACION:

Si ¢ = 0 la sucesién c(a,) es estacionaria con todos sus términos 0 y
converge hacia 0.

Si ¢ # 0 sea € > 0 y consideremos ‘%', como lima, = a

cle
= |ca—ca,| =|c||la—a,| < —

]

£
EInOEN/Vn>nO:>]a—an\<H
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=¢ Vn>n, = limc(a,) =ca c.q.d.
PROPOSICION 10:

Si (a,) estd acotada y (b,) -0 = a,b, — 0.

En efecto: Si (a,) es acotada = Ik > 0 tal que |a,| < k, como b, — 0
Ve>0dn, eNtal queVn>n, [b,|<e/k.

Luego

k
Ve>0,dn, € Ntal queVn >n, |ayb,| = las| |by| < ?8 =e.

PROPOSICION 11:
Si(an) —ay (b)) =b = (apyb,) — abd.
DEMOSTRACION:

Si una de las dos sucesiones tiende a 0, aplicando la proposiciéon anterior
el producto tiende a 0.

Si ninguna tiende hacia 0 entonces:
|anb, — ab| = |ayb, — anb + a,b — ab| < la, (b, — b)| + |b(a, — a)l,
al ser (a,) acotada, 3k > 0 tal que |a,| < k.

€
Como a, — a dng tal que Vn > ny |an—a|<m
€

y como b, — b dny tal que Vn > ny |b"_b|<2k

Tomando n, =max®{ny, ny}, tenemos que Ve > 0, In, tal que Vn > n,

k b
|anby, — ab| < |ay| [bn — b + 0] |an, — a] < 2—; ’2|—f| =¢

De las proposiciones 8, 9 y 11 se deduce que C' es un subélgebra de S.
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El dlgebra S es conmutativa y tiene por unidad la sucesion (a,) tal que
a, = 1 VYn € N. Sin embargo no toda sucesién tiene inversa, es decir,
simétrica respecto al producto definido.

Ejercicio: Hallar la condicion necesaria y suficiente para que una sucesion
(a,) tenga inversa.

PROPOSICION 12:

Si (a,) — a, siendo a # 0y a, # 0 para todo n = (--) — 1.

n

DEMOSTRACION:

Tanto si @ > 0 como si a < 0 existe un k > 0 tal que |a,| > k a partir
de un cierto ny € N, pues como (a,) — a existe un n; tal que para todo
n>n; |a,—al < 3lal

1
:§|6L| < |6Ln| Vn >mn

Tomemos uno de estos k.
Paracadae > 0, dng talqueVn > ny  |a—a,| < € |kal, si n, =max°{ni,ny},
para todo n > n, se verifica:

1 1

a, a

la —a,|  €|kal B

~ lallaa] (K[ la]

COROLARIO:

Si(a,) —a y (b)) —bconb#0yb,#0 Vn entonces

(an> a
LA I
by, b
DEMOSTRACION:

De la proposicién anterior se deduce que (1/b,,) — 1/by por la proposicién
11 que (a,/by) = (an) (1/b,) — a/b  c.q.d.
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Ejercicio: Denotando por:

C al conjunto de las sucesiones convergentes.
acotadas.
convergentes a 0.

B bM b} 7 2 bM
N 7 7 2 7 7

R R 2 7 R

S
a) Demostrar que:

NcCcBcCS.

y cada uno es un subdlgebra del siguiente.

b) Sea H uno cualquiera de los subespacios considerados en a). Demostrar
quesih € Hy a € S peroa & H entonces h+a¢ H.

Acabamos de considerar el espacio vectorial de las sucesiones reales y
un conjunto de subespacios, queremos hacer notar que todos los subespacios
considerados son de dimension infinita, pues lo es el subespacio N, y que
el conjunto de sucesiones {S;} tal que S; = (a;,) donde a;;, = 0 si n # i
y a; = 1 es un subconjunto libre de N pero no constituye una base de él,
porque por ejemplo la sucesién (n) no pertenece al subespacio engendrado
por dicho subconjunto.

Hemos de hacer notar que no se conoce explicitamente una base ni siquiera
de N.

SUCESIONES RECURRENTES

DEFINICION:

Se dice que una sucesién (a,) es recurrente si cada término, a partir de
uno de ellos en adelante, se puede obtener en funcién de los anteriores.

Vamos a estudiar en tnicamente aquellas sucesiones (a,) para las cuales
existe un nimero k (fijo) y ntimeros Aj, Ag, ... Ay tales que:

O = Upgk = M Ungk—1 + A2 Az + -+ Ap ay.

diremos que tales sucesiones son lineales de orden k y a la expresién anterior
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la denominaremos ecuacion de recurrencia de (ay,).

Notar que toda sucesién de este tipo, fijados Ai, Ao, ..., \x, queda deter-
minada al dar sus k primeros términos, el resto se obtiene a través de la
ecuaciéon de recurrencia.

Ejemplos:
1. Progresiones geométricas:
Ap+1 = ¢ an
k =1y by = q, son de primer orden.

2. Progresiones aritméticas:

Qnp, = Qp1+7T
— a = 20, — Qp—
Uns1 — CLn—f—T n+1 n n—1
son de orden 2, con by =2y by = —1.

3. Sucesiones de Fibonacci:
Apt+1 = Ap + Ap—1
k=2 b =by=1.
4. Para la sucesién (n?):
Upy2 = 2ap41 — Ay + 2

luego api+3 = 2an,42 — an+1 + 2, y restando estas dos expresiones se
obtiene:

Apy3 = 3an+2 - 3a'n-l—l + ay,

se trata pues de una sucesion de 3°" orden.

5. Puede probarse que en general, la sucesién: a, = nf, (k € N*) es de
orden k + 1.
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TEOREMA:

El conjunto de todas las sucesiones recurrentes de igual orden £k que satis-
facen la misma ecuacién recurrente ¢ forman un subespacio vectorial, al cual
denotaremos por (S, R, k, ¢), del espacio vectorial S de las sucesiones.

La demostracién es inmediata.
Ejercicios:

1) El conjunto de todas las progresiones geométricas de la misma razén q
forman un subespacio de S.

2) El conjunto de todas las progresiones aritméticas es un subespacio de S.
3) El conjunto de todas las sucesiones de Fibonacci constituyen otro subes-
pacio de S.

TEOREMA:

El subespacio vectorial (S, R, K, ¢) es de dimensién k, y una base suya
esta formada por las sucesiones pertenecientes a él:

Sb 527"'7Sk

cuyos k primeros términos son, respectivamente:

(1,0,0,...,0)
(0,1,0,...,0) ()
(0,0,0,...,1)

DEMOSTRACION:

Es inmediato probar que el conjunto de las sucesiones cuyos k primeros
términos se consideran en (%) es linealmente independiente; ademds es un
sistema de generadores del subespacio (S, R, k, ¢) pues si (a,) € (S, R, k, ¢)
donde

O = Qpyk = M Anyp—1+ -+ Mgy
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Yy que:
(an):a151+a252+...+ak5k

Si la sucesién (a,) € (S, R, k, ¢), verifica:
= Ak = M Opyg—1+ -+ A ay
consideremos la ecuacién:
p(z) = 2" = A" A
dividiendo los dos miembros por x™ se obtiene la ecuacién:
O(x) = =N PR N,
a la cual denominaremos ecuacidn caracteristica del subespacio (S, R, k, ¢).

PROPOSICION 13:

Si ®(x) tiene todas sus raices reales y distintas, 71,79, ...,7k, las k pro-
gresiones geométricas

G =" =1,

RAR AR A A A PAR

constituyen una base de (S, R, k, ¢).

DEMOSTRACION:

Qie(sz>k7¢) i

ya que al ser r; una raiz de ®(z)

1,...,k
o L i R VA e N N D VY o
que es la c.n.y s. para que una sucesién pertenezca a (S, R, k, ¢).

Para probar que el conjunto {¢;}%_, es linealmente independiente basta
considerar el determinante de Vandermonde que se obtiene al considerar los
k primeros términos de ellas.
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La proposicion anterior permite obtener una expresion del término gene-
ral de las sucesiones de este tipo procediendo de la siguiente forma:

Una vez halladas las raices de ®(z), que suponemos todas reales y dis-
tintas, se conocen las progresiones geométricas ¢; que forman una base del
espacio a estudiar, por lo tanto si (a,) € (S, R, k, ¢)

(@) = Mg+ @+ -+ g =

an = AP A N (%)

para determinar los valores \; (i = 1,...,k), que por la teoria estudiada en
Algebra sobre espacios vectoriales sabemos que existen y son tunicos, basta
resolver el sistema de ecuaciones

aq = >\1+)\2++)\k
Ay = )\1T1+)\2T2+"‘+)\k7“k
ar = MritaEdgri Tt At

y llevar éstos a la expresién (x).

La expresién (x) obtenida, una vez sustituidos los valores correspondientes
de los \;, permite el célculo directo de a, en funciéon de aq,as, ..., ag, sin
haber calculado todos los términos anteriores, método al que nos veniamos
obligados si s6lo se dispusiesemos de la ecuaciéon de recurrencia.

El disponer a,+1 = f(a1, as, ..., a;) tiene la ventaja de poder calcular, de
forma muy cémoda, el limite de la sucesion (a,).

Ejemplos:

1. Consideremos las sucesiones de Fibonacci:
Uny2 = Uny1 + U,
dr)=2>=x+1

cuyas raices son:
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Asi, el término general de una sucesion de Fibonacci es de la forma:
b
U o /\ n—1 n—1
n — Tl + ,U, 7’2

para determinar \ y p tomemos n =1y n =2

Uy = M+u
%z%hﬂﬂ@ﬂM—ﬁﬂ

de donde se despejarian A y p.

Para el caso particular U; = Uy = 1 resulta:
oo L[(L+vEY" (1-VE\"
"5 2 2

2. Las progresiones geométricas de razén ¢ tienen por ecuaciéon carac-
teristica x = ¢ cuya tnica raiz es q. Es evidente que la progresién

n

2
1a£]7q 7"'7q )
es una base de este espacio y
_ n—1
Un - Ulq
Notar que la ecuacién caracteristica de las progresiones aritméticas es 2% =
2z — 1 que tiene a 1 como raiz doble y no es aplicable el criterio anterior.

NOTA:
La ecuacion caracteristica ®(x) es la ecuacién caracteristica de la matriz
0 1 o ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
M = _
)\k >\k—l )\k-_Q e )\2 )\1
asi
(751 U9
U9 Uus
M —
U Uk+1
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por tanto:

Uy Up+1

Ug Unp 42
M" =

Uk Un+k

Si es facil calcular M™, como ocurre si M es diagonalizable, la férmula per-
mite de nuevo calcular a,,; en funcién de ay,as, ..., ax, pudiendo obtener
también asi el valor de a, 1 sin calcular todos los términos anteriores.

SUCESIONES REALES EN R

El hecho de que R C R permite considerar toda sucesion de nimeros
reales como una sucesion de términos en R.

No nos interesan, en este estudio, sucesiones en las que aparezcan como
términos co y —oo. Los términos de las sucesiones que vamos a estudiar van
a ser siempre numeros reales, pero, como ya hemos indicado, consideradas
como sucesiones de R.

Habré sucesiones que en R no tengan limite pero ahora si, porque su
limite sea 0o 6 —oo, teniendo en cuenta que la idea de limite (ver definicién
1), va ligada a la de entorno y que los entornos de cada x € R son esen-
cialmente iguales en R que en R, siguiendo la definicién 1 de limite de una
sucesion tendremos ahora:

DEFINICION 1:

(a,) — o0 si YV € B(o0) existe un n, € N tal que para todo m > n,
se verifica a,, € V

La definicién 2 de limite dada se traduce ahora en esta otra:

DEFINICION 2:

(a,) — oo si para cada M € R existe un n, € N tal que para todo
m > n, se verifica M < a,,.
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Si se cambia oo por —oo la definicién 1 es analoga y la 2 tambien modifi-
cando el sentido de la tdltima desigualdad.

DEFINICION:

Si (a,) — o0 o (a,) — —oo diremos que es una sucesion divergente.
DEFINICION:

Toda sucesién que no tenga limite en R diremos que es oscilante.

Dejamos como ejercicio la demostracién de las siguientes

PROPIEDADES:

1) (a,) — oo toda subsucesién tiende a oco. Andlogamente para —oo
2) (a,) = o0y (by) — 00 = (a, +b,) — occ.

3) (an) — —o0 ¥y (b,) = —00 = (an +b,) — —o0.

4) (a,) — ooy (by) estd acotada inferiorm. = (a,, + b,) — o©.

S ot

o0 (6 —o0) sia, #0Vn = (1/a,) — 0

an —>ooy( n) — 00 = (ayb,) — o

a,) —»ooydn, e NIk >0/b,, >kVm>n, = (a,b,) — o0
a,) — —ooydn, € NIk >0/b,, < —kVm>n, = (apb,) —
)In, € N/VYm>n, a, >k>0yb, #0Vn con (b,) -0 —

(an/bn) — 00

S

n

~J

)
)
)
)
g — —o0 y (by) estd acot. superiorm. = (a,, + b,) — —00
)
)
)

O — —
Q
3

= O 0o

DEFINICION:

Llamaremos progresion aritmético-geométrica a toda sucesion que sea el
producto de una progresion aritmética por otra geométrica.

Si (¢y,) es una progresion aritmético-geométrica, por definicién existen dos
sucesiones (a,) y (b,) tales que (a,) es una progresién aritmética, de razén

d, y otra geométrica (b,) de razén r tales que:

Cn = by, VneN
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Para calcular
Sn261+02+...+6n

procederemos de la siguiente forma:
S, =a1b; +abs + ... +ap_1bp—1 + a,b,
multiplicando ambos términos por r resulta:
S, = aibs + asbs + ...+ a,_1b, + a,b,r
de donde restando se obtiene:
Sp(1—=7r) = aiby +bolag —ay) + -+ by(an — an_1) — aybyr
= aiby +d (b + -+ by) — apb,r
= bl:al—kdr (1+r+ c T 2)}
= bl:a1+dr(1—|—r+- ) (a1 + n—l)d) }
= byjar+dr (T+r+-+r"") = (a1 + nd) "]

n

= by |lay+dr . —(a1+nd)r”}

= TTaoy

Para mas informacion sobre este tipo de progresiones consultar:

ANALISIS ALGEBRAICO de Fz. de Trocéniz-Belda Villena. Ed.Vizcaina.
Bilbao 1961, pag. 576 6

TOMO V de la obra de Diez Hernando. Ed. Tebar Flores.

_ n 1 pn
5 b [al (ay + nd)r r ]

CRITERIO DE STOLZ

Dadas dos sucesiones (a,) y (b,) tales que b, # 0 para todo n, si se
cumple una de las dos condiciones siguientes:

1) La sucesién (b,) es creciente y divergente,
6
2) Ambas sucesiones son infinitésimos y (b,) es decreciente,
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y existe
. Ap+1 — Ap
lim L) =1L
<bn+1 - bn

a
lim (&~
1m<bn>

Tomando logaritmos neperianos en la sucesion /a,, y aplicando el criterio
anterior se obtiene el

entonces también existe

y vale L.

CRITERIO DE LA RAIZ

Si la sucesién (a,) es de términos positivos y existe
. An1
hm( " > =1L
an

lim {/a,

entonces también existe

y vale L.

INFINITOS E INFINITESIMOS EQUIVALENTES

sen €, ~ tag e, ~ &, sie, — 0
arcsen e, ~ arctg €, ~ e, sie, — 0
1 —cose, ~&2/2 sig, — 0
log(1+¢,) ~ e, sie, — 0
nl ~n"e "2 n si n — oo (Stirling)
a, ~ a sia, — a

ORDENES DE INFINITUD

El orden de infinitud de algunas sucesiones usuales es, de mayor a menor, el
siguiente:
n® > n! > 0" > n > log)

siendo a,b,c,d €ER, cona > 0,b>1,¢>0,d > 1.
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Nota: La justificacion de estos resultados puede encontrarse, por ejemplo,
los libros de Andlisis Algebraico de Belda-Troconiz 6 Rey Pastor.

Ejercicios:

1. Probar que si en la demostracién del apartado a) del teorema 1 susti-
tuimos las bolas consideradas por:
a) B(x,d(x,a;)) la sucesién (a,) construida verificaria a,, # a,, si
n # m pero podria ocurrir que (a,) no convergiese a x.

2. Demostrar que si P (z) = a + bz, la sucesion (P(n)) es una progresion
aritmética.

Reciprocamente, demostrar que si (a,) es una progresion aritmética
existe un polinomio de primer grado P (z) tal que a,, = P (n).

Como generalizacién del ejercicio anterior, se define progresion aritmética
de orden p a toda sucesién (a,) tal que:

an:P(n), VneN

siendo P () un polinomio de grado p.

3. Demostrar

a) a>1 y b, — o0 = log,b, — o0
b) a>1 y b,—0 = log,b, — —0
¢c) O0<a<l y b,— o0 = log,b, — —00
d 0<a<l y b,—0 = log,b, — 0

Se supone que b, > 0 Vn en todos los casos.
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